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Théoréme de Frobenius

Lemme 1. Soit u € L(E). Notons 71}, le polyndme unitaire engendrant 1'idéal {P € K[X], P(u)(x) = 0}. Il existe
x € E tel que 71}, = my,.

Démonstration. Supposons dans un premier temps 77, de la forme P*, avec P irréductible. Si, par 1’absurde, pour tout
x € E, il existe n < « tel que P"(u)(x) = 0, alors P*~!(u) = 0, ce qui contredit la minimalité de 7.
Ecrivons maintenant 71, = HPZ.“" . Par lemme des noyaux :

E = @ ker(P"(u)) := P E.
i=1 i=1

Par ce qui précede, pouri € {1,...,r}, il existe x; € E C E tel que 71, = nZ’E Posons x = x1 + - -+ + x;.
1

0= m)(x) = Lm0 () € D
1= i=1

car les espaces E; sont u-stables. Donc 7% (u)(x;) = 0. Par minimalité, 7t,g, = 71, divise 7t}. En particulier, 7t} (1) est
1
nul sur chaque E;, donc sur E. Ainsi 7, divise 7}y, puis 7, = 713;. O

Théoreme 2. Soit u € L(E). Il existe des espaces Fy, ..., F. u-stables tels que :
() E=F®---®F,

(i) Vi e {1,...,r}, u; = ug, est cyclique,

(iid) 71y, |70,
De plus, la suite de polyndmes (71,,) ne dépend que de u.

Démonstration. Soit x € E tel que 7}y = my. Soit F = {P(u)(x), P € K[X]}, de dimension d = deg 7. La famille
(e; = u'(x))g<i<4_1 forme une base de F, que I'on compléte en (e, ...,e,_1) base de E. Posons (¢}) la base duale
associéeet G =T’ = {x € E, Vi€ N, ¢j_,ou'(x) =0}, avecT = {ej_,ou’, i € N}.

Fait. L'espace E est somme directe de F et G ci-dessus.
Soity = ageg + - - - +ape, € FNG\{0} aveca, #0etp <d —1.
ap=ej_qout1P(y) =0

€ VectT', bien définie et

ce qui est absurde, donc F NG = {0}. Posons maintenant ¢ : P(u) € K[u] — ¢j_; o P(u)
= 0, ce qui assure que @ est

surjective. De plus, pour v = agep + - - - + aye, € ker ¢, alors a, = €, o v(u"17P(x))
injective. Ainsi, dim VectI’ = d, donc E = F ® G.
De plus, F et G sont u-stables et 71, = 7, = 7, par définition, et 7, |7ty = my,. Si F = E, ’est terming, sinon on

itere le raisonnement sur G.
Si(Fy,..., F)et(Gy,...,Gs) conviennent, notons P; = 7, et Qj = Ty, Par la chaine de divisibilité, P; = 71, = Q.
! ]

Notons k le premier indice tel que Py # Q. Puisque Py (u) = 0 sur F; pour [ > k, par décomposition de E,
Pe(u)(E) = Pe(u)(F1) @ - - - @ Pe(u) (Fe—1) = Pe(u)(G1) @ - - - @ Pr(u)(Gs).
En exploitant P; = Q; pour1 <i <k—1,
dim P (u) (F) = rg(P[C(P)]) = rg(P[C(Q:)]) = dim Py(u)(Gy)-

De 1a, dim P (1) (G;) = 0 pour i > k, ce qui entraine en particulier Qk|Py. Par symétrie des rdles, on obtient P, = Qy,
ce qui est absurde. D’ot1 'unicité. O



